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引言 


量 是 多 线性 代数 中 的 核心 概念 ,最初 指 的 是 环 的 张 量 ,其 最 早 可 以 追溯 到 Frobenius 对 群 表 示 的 下 


究 . KE (尤其 是 代数 以 及 模 的 张 量 ) 在 数学 , 应 用 数学 乃至 物理 等 其 它 领 域 的 研究 中 占据 极其 台 


t M x 
有 限 维 
A'G, 
研究 是 
型 问题 


Dt 


Bi). 此 


E SERT 


地 位 ,因此 张 量 总 是 受到 广泛 关注 . 令 4 是 环 , A A-M ME A-N 的 张 量 M GN 本质 上 是 Abel 


N 的 一 种 商 群 ,特别 地 ， 当 MM 和 N 还 分 别 具 有 左 4'- 模 和 右 A" - 模 结 构 时 (这 里 ，A' 和 4" 也 是 


一 ? 


代数 ) WAMO, N ARRA A A A A" - 双 模 结构 ,因此 自然 地 看 作 左 4" O, A! - 模 或 者 右 


A'E, RP A"? Q, A'M A", AY EMIKE, 也 称 张 量 环 . 对 张 量 环 上 的 模 展开 系统 性 的 


环 与 代数 领域 中 的 重要 内 容 , 包括 张 量 代数 的 箭 图 表示 [7], Clebsch-Gordon 问题 [4, 5, 6, 12], 
[1, 10]， 代 数 的 同调 /Hochschild 同调 性 质 [2, 3, 8, 9, 11] 等 . 


表示 


众所周知 ， 当 4 是 交换 环 时 ，4 上 的 左 / 右 模 自然 地 看 成 4 上 的 左 4 右 4 - 双 模 (并 常常 简称 为 4 - 
时 , 在 同 构 意义 下 ，4 - 模 的 张 量 具有 交换 性 , BMO, NS N 8,M . 但 对 于 M8 ,NN 中 的 元 素 


m @n 而 言 , EA WEmen-n8m. 另 一 方面 , 将 4 视 为 定义 在 自身 上 的 4 - 模 时 , 8 489,42 A, 


该 同 构 
法 是 一 


HxG ye xy 自然 给 出 , 即 ，4 @, 4 中 的 张 量 乘 法 由 4 上 的 乘法 给 出 . 从 该 角度 来 看 , KER 


广义 的 乘法 (从 更 一 般 的 代数 学 角度 来 看 ， 张 量 积 是 一 种 比 笛 卡尔 积 更 自然 的 乘法 ), 且 当 4 是 


无 零 因子 环 时 ，4@ ,4 中 的 元 素 m @n 等 于 0 当 且 仅 当 m= 0 或 n=0. 然而 , 对 定义 在 4 上 的 一 般 的 
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张 量 积 M @ ，N 中 : 
e m@n= 0 未必 能 导出 m = 0 或 n=0 (例如 本 文 的 例 1 (1). 
。 类 似 地 ，M @ ,NN = 0 未 必 能 导出 M =0 或 N =0. 

于 是 , 我们 可 以 自然 地 提出 如 下 问题 : 

问题 1. 当 环 4 满足 什么 条 件 时 ， 对 4 上 的 任意 右 4 - 模 M 和 左 4- 模 NMN，M@,N 中 的 元 素 
m&Gn-20Ó2m-03n-0? 

问题 2. 当 环 4 满足 什么 条 件 时 ， 对 4 上 的 任意 右 4- 模 M fe A-&N, MO,N-0ÀX 
M =0 或 V=0? 

本 文 将 在 4 是 kk -代数 的 情形 下 ,回答 上 面 问题 , 并 且 ， 为 叙述 方便 ， 本 文 定义 : 环 4 的 强 零 张 量 因 
子 是 非 零 左 4 - 模 N (分 别 地 , 右 4- 模 M ) 使 得 存在 非 零 右 4 - 模 M (分别 地 , EFE A-N ) 满足 
MG,N-20; 环 A 的 弱 零 张 量 因 子 是 非 零 左 4 - 模 N (分 别 地 , A A-EM) 中 的 非 零 元 素 n (分 别 地 , 
右 4 - 模 m ) 使 得 存在 非 零 右 4 - 模 M (Da, JEFA A-N) 中 的 非 零 元 素 m (分 别 地 , 右 4 - 模 n) 
满足 m@n=0 ( 见 定义 1, 定义 2) 此 外 , 本 文 自 此 开始 , 总 是 做 出 如 下 约定 : A-kQ/T Sk 上 
的 基 代 数 (basic algebra， 即 对 4 的 完全 本 原 正 交 堵 等 元 组 {e |Ix ix n), 始终 有 eA4¥e,4, Vit jy 
箭 图 @ = (Q,,Q, s, C) 是 有 限 连通 箭 图 , 其 中 st:Q 一 Q 将 箭 向 a 映射 分 别 为 a 的 起 点 和 终点 ; T E 
admissible 理想 ; 所 考虑 的 4 上 的 模 均 是 有 限 生成 模 , 且 对 Q@ ENa, b, REEE ta) = s(b) 的 情 
形 下 记 作 ab . 

本 文 结构 如 下 : 第 1 节 , 本 文 引入 零 张 量 因子 的 概念 . 第 2 节 , 本 文 考虑 有 限 维 太 -代数 上 的 强 / 弱 零 
张 量 因子 的 存在 性 . 第 3 节 是 本 文 的 主要 结果 : 

EEM. 设 -代数 4=&Q/TZ 非 单 , 其 箭 图 连通 且 只 包含 至 多 1] 个 loop. 

(1) Jw A 是 有 限 维 代 数 ， 则 下 面 论 述 等 价 : 

(a) 4 是 含 强 零 张 量 因子 代数 ; 
(b 19,22; 
(c) 或 者 包含 一 个 loop 为 真子 箭 图 ， 或 者 不 含 loop. 

(2) dw A 是 无 弱 零 张 量 因 子 代数 ， 则 4 是 无 限 维 代数 . 

EERE A 是 非 单 的 有 限 维 代数 ， 其 箭 图 连通 且 只 包含 1 个 loop 的 情形 下 ,对 问题 2 进行 了 回答 . 
主 定理 (2) 则 指出 ， 有 限 维 代数 4 总 含有 弱 零 张 量 因 子 , 这 意味 着 我 们 在 有 限 维 代数 的 情形 下 完全 否定 了 
问题 1 需要 指出 的 是 , 非 单 的 无 弱 零 张 量 因子 代数 是 存在 的 ， 见 例 s. 


1 零 张 量 因子 


1.1 模 的 张 量 . 

给 定 环 R 和 定义 在 R 上 的 右 R- 模 MM ,= M BI R-E.N-N. M 和 WN 的 R- 张 量 是 一 个 由 Abel 
REM Q, N 和 RR - 双 线 性 函数 T:M xN >M 8 N 构成 的 二 元 组 (M O, N, f), 使 得 对 任意 给 定 的 
Abel 群 G 和 任意 给 定 的 R - 双 线性 函数 了 ;: M x N >G, 总 存在 唯一 的 Z - 模 同 态 f :M O, N> G 使 得 
M-T. 

量 运 算 满 足 双 线 性 , 因此 , S M =m liel, N=(n, | jeJ), MMI N 中 的 任意 元 素 
m Bn (不 失 一 般 性 地 ， wm=}, mr., n=} sn., KP, r, S ER) 总 可 以 展开 为 : 


el tt! je 3 j 


, 
nsn j-hy 


— 一 一 一 一 一 i 
mn := bj mr & sn, p» m, rsn, bs m, Gn, . 
iel x Sy 


jeJ 


Bl, M @A N 中 的 元 素 总 形 如 》 m, Dn, KP m,m, EM, nn EN. 
i=l 


例 1. () 对 张 量 M @,，N 中 的 元 素 m@n 而 言 ，m@n=0 无 法 推出 m=0 或 n=0. 例如 取 
R=(*“) 是 域 & 上 的 2x2 的 上 三 角 矩 阵 代数 ， 易 见 ， 在 同 构 意义 下 ，R 上 有 三 个 不 可 分 解 右 RR - 模 


k k k 
M,- Kris sM,= > M,/M, 
0 0 0 k 0 0 


以 及 三 个 不 可 分 解 左 RR - 模 
f Jes AE HESS 
0 0 0 0 0 k 


我 们 考虑 M/M, Qr N,/N, . 3E 3X M,ÍM, 和 Na/N 中 的 元 素 分 别 是 形 如 m=(% 2) e M, 和 
=(?*)+ ,和 的 陪 集 , Tm @ n-(;1)(5:) + M, + Ni+ M, N. 注意 ,作为 集合 ，M, = Ni = 
o) ÆM,/M, 8r N,/N, (TEN k -向 量 空间 ) 中 的 零 向 量 0w rs ww， 且 M;N =0. Ki, ER 
等 于 (1 a)l 3 - k 3 = 0, ro nj, 然而, CE M,/M 和 Na/N P, m 和 n 都 不 是 零 元 素 . 

Q) 注意 (1) 中 的 m Mn 的 任意 性 , 可 知 M/M, 9, N,/N, 50. 

12 零 张 量 因子 . 

本 节 我 们 引入 零 张 量 因子 的 概念 . 

定义 1. 设 R 是 环 . 如 果 存 在 有 限 生成 右 R -M = M0 和 有 限 生成 左 R - 模 N = ,N «0, 使 得 
MG,N = 0, WEM MN 是 环 R 的 强 零 张 量 因子 . 如 果 环 R 没有 强 零 张 量 因子 ( 即 对 任意 的 有 限 生 成 右 
R- 模 MM RUE R-N, MG,N-08i& M =0 或 者 N =0), 则 称 R 是 无 强 零 张 量 因子 环 ; 反之 称 为 含 强 
TK ET. 

iid. [13, Chap 2. Proposition 2.45] 给 出 了 张 量 的 具体 构造 方式 . 

例 2. (1) 域 是 无 零 张 量 因子 环 . FERF 上 的 任意 两 个 有 限 生成 F SEV MW, AF -线性 同 构 
玉兰 下" 以 及 VWF”, 其 中 v,weN,. TV O, W = F". SA, VO, W =0 当 且 仅 当 vw=0, 所 以 
V 20 W =0. 进一步 地 ， 

Q) 类 似 于 (1)， 可 以 证 明 无 零 因子 环 一 定 是 无 零 张 量 因 子 环 . 

定义 2. VER 是 环 . 如 果 存 在 有 限 生成 右 R -M = M0 和 有 限 生成 左 R - 模 N = ,N 0, 使 得 存 
在 M,N 中 的 非 零 元 素 m,n, 有 mB@ne M,N 等 于 0, WEM MN 是 环 R 的 弱 零 张 量 因子 . WRA R 
没有 弱 零 张 量 因子 ( 即 对 任意 的 有 限 生成 右 R -HM 和 左 R- 模 NN, 如果 m@ne MB@iN 等 于 0, 则 m=0 
或 者 n = 0 ), MR 是 无 弱 零 张 量 因 子 环 ; 反之 称 为 含 弱 零 张 量 因子 环 . 

例 3.(1) 取 R 是 例 1(D 中 给 定 的 上 三 角 和 矩阵 代数 . 在 例 1(1) 中 我 们 在 非 零 右 R -ES M,/M , MEFE 
R-N, /N 中 构造 了 两 个 非 零 元 素 , 它们 的 张 量 为 零 ， 由 此 可 知 R 是 含 弱 零 张 量 因子 环 . 我 们 在 例 1 (2) 中 
进一步 指出 了 构造 具备 任意 性 ， 从 而 得 到 M, /M, @,， N,/N, =0. 由 此 可 见 R 也 是 含 强 零 张 量 因 子 环 . 

Q) 无 弱 零 张 量 因子 环 是 无 零 因子 环 . 事实 上 , 反 设 无 弱 零 张 量 因子 环 R GDGEDNT +0Mr x0, 
则 R 作为 自身 上 的 右 - R 模 和 左 R - 模 时 ， 有 0=nBneR@,R. Am, 同 构 o:R®,R 一 >R， 
c(r&r)-rr' 18880 = o(n 8r) 2 nr. 这 就 构造 了 非 零 右 -R 模 R, MIERE R - 模 ,R, EERO, RP 
有 弱 零 张 量 因子 ， 进 而 与 假设 矛盾 . 

命题 1. 含 强 零 张 量 因 子 环 一 定 是 含 弱 零 张 量 因子 环 . 

WE. 设 R 是 含 是 强 零 因子 环 , 则 存在 有 限 生 成 右 R - 模 M=M,z0 和 有 限 生 成 左 R - 模 
N= ,Nz0, 使 得 M@,N=0. 由 M0 和 Nz0 可知 存在 0meM flOzneN, 使 得 m@n e 
MG,N-0, 即 m@n=0. 这 说 明 R 是 含 弱 零 张 量 因 子 环 . 

注 记 . 事实 上 , 根据 例 4 和 例 2 (2), 可 知 无 弱 零 张 量 因子 环 是 无 强 零 张 量 因子 环 . 该 结论 是 命题 1 
的 道 否 命题 . 

命题 2. 设 太 是 域 ， 尺 = k[x] Kk E-i 2 3 AR. 

(D R 是 含 弱 零 张 量 因子 环 . 

(2) 进一步 地 ， 如 果 氏 是 代数 闭 域 , 则 RR 是 无 强 零 张 量 因 子 环 . 

WE. 本 证 明 中 令 太 是 域 ， 并 令 R=kk[x] 是 上 的 一 元 多 项 式 环 . 则 任意 有 限 生 成 的 R -V EAR 


2E Kk -向 量 空间 , 其 "m — =, k",0, e Mat,k"), 其 中 , iiS "s," Am 
EN k -向 量 空 间 的 同 构 , 右 R -WEH k” x R k” Hi vx :- Ó (v) 给 出 . 

(1) 考虑 二 元 组 (k”,J (A)) HV (k",J, (u)), RP, J,A 表示 txt 的 特征 值 4 的 Jordan 块 (假定 是 
上 Jordan X), Hm «n . WJI, (A) 有 ( 极 小 的 ) 零 化 多 项 式 my o )-(x-A)". 由 m<n 可 知 


m, Go 不 是 (1) 的 零 化 多 项 式 . 因此 ,对 mj (x)eR AKER wek", A 
0#zm, ow = m, 40,()): 0v) ek". 任 取 0 关 vsk"， 就 得 : 

v (m, j-w)-(v:m, Ow - (m, 4(J,(4)»)8w 2-089 w -0. 
这 样 我 们 就 构造 了 R BUSSSESKRDAT Oz ve k" HO m, hawek”. 

(D 当 友 是 代数 闭 域 时 , 注意 任意 mxm BEEF e e Mat, (k") 可 以 相似 于 Jordan 标准 型 ， 因 此 有 限 
生成 的 不 可 分 解 R - 模 对 应 的 箭 图 表示 总 是 形 如 (K" ,7 (A). 任 取 两 个 非 零 箭 图 表示 (k”,J (4)) 和 
(k”,J 了 (4))， 它 们 给 定 了 两 个 不 可 分 解 R - 模 k” 和 k”. 下 面 证 明 K" @ ,K" 关 0 . 

Wee, 是 k” 的 标准 正 交 基 ，/,.…, f, 是 k" 的 标准 正 交 基 . 则 有 右 R - 模 同 构 


n 


c:k" —,y kx =ke Ext kx", 
(kosk p) (Ak +k, J)e t+ (Akpa +k) x"? + Ak x" 
URE R - 模 同 构 


n-l 


Tk >) kx’=ke tkxt...+kx 


j&n-l 
1 


(KE) m (uk, + E,)e + (uk, + Ej? + HKX" . 


k" 8, k" &(Y,, kx Ba (Dk )= E kx Ox’ = Y kx 0. 


i&m-1 i&m-1 
jsn- j<n-1 


因此 ,对 任意 非 零 的 有 限 生成 R - 模 六 和 丈 ， 它 们 有 形 如 大 ”和 大 "的 非 零 直 和 项 (其 作为 R - 模 ，R - 作 
用 由 Jordan 块 诱导 ), WEK” O Kk" 0, MEV 8, W IEF. 


2 代数 的 零 张 量 因 子 性 
设 4=kQ/I 是 有 限 维 的 基本 K -代数 (Q 是 连通 箭 图 ， 工 是 admissible HÆ), MM N 分 别 是 
有 限 生成 的 右 4 - 模 和 左 4 - 模 . 则 根据 唯一 分 解 定 理 ,可 设 二 者 的 完全 直 和 分 解 分 别 为 MM = Qu? 和 


N= QNO : Ji: 


j=l 


MON zi e")e( e) ~ e (w^ ex). 


lim 
Iz jen 


显 见 M GN -0" HOC M e NO =0. 因此 , 对 张 量 M ON 的 研究 , 转变 为 对 4 上 的 右 不 可 分 解 
模 和 左 不 可 分 解 模 的 张 量 的 研究 . 本 节 对 张 量 的 讨论 始 假设 为 是 对 不 可 分 解 模 的 张 量 展开 的 ， 
24 有 限 维 代数 的 含 /无 强 零 张 量 因子 性 . 

引 理 1. 设 有 限 维 代数 4 = kQJT WAO 包含 人 ,型 子 箭 图 Q' = 1—9 53 2 —8 yn, 使 
得 对 任意 了 的 生成 元 ,kJ9，( 其 中 7 是 指标 集 ， 且 s(g9,) = S(p) fet(o,) =t) Tiz j ERÈ), 
p=a a, 的 任意 子路 径 始终 不 是 ,9, 的 求 和 分 量 , Mop, (Vie D). WEE k- EARRA 
F : kQ'-mod  A-mod AX F, , :mod-kQ’'—> mod-A, 


emb 


emb 
该 误 入 自然 地 将 左 / 右 灰 @' - 模 视 作 左 / 右 4- 模 . 
证 . 由 假设 可 知 对 任意 1 <1< 3 € n, Q'|, = 一 和 人 一 全 全 7 上 的 路 径 Po | = w,…a 1 不 是 工 


的 求 和 分 量 ,因此 对 任意 非 零 右 kQ' -BEM , SEXUM 是 满足 


dim, Me, JJRteN,; 
0, 其 它 情 形 


dim, Me, al 


以 及 


9, (me,), 如 果 w -ao,( sts 3 
0, 其 它 情形 


Pa:ME 5 ME, mE, -> pme) -| 


的 (#Q, +Q) -TAME o), ao EHk LETS EURI GME = 四 Me, (Uriel M) 按 上 述 


teQ, [ES ES] 
条 件 自然 诱导 了 一 个 有 让 JE MxkQo M, 于 是 条 是 一 个 右 KQ - 模 . HER, ko, eT, W 
piza aTa, k-HAEBU pr rp = D kp Qus Qus 为 0 否则 ,存在 某 个 指标 集 7 
以 及 该 指标 集 的 某 个 元 素 1， 使 得 gog Po ME a DME u EO RERE p, 只 能 是 


Pus 的 某 条 子路 径 ， 这 与 已 知 条 件 矛 盾 ， 因此 右 kQ -ERI MxkQ — M 同时 也 是 右 4 -作用 
MM x 4 -> M . 这 就 诱导 了 一 个 函 子 mod-kQ' -> mod-A, 满足 F，(M) = M . 该 函 子 自然 地 将 


emb ' emb 


mod-&Q' fF f mod-A B — Ami T 38 s, SER Je k - X8 I8] BARON. 对 于 左 模 情形 的 证 明 与 右 模 情 
形 的 证 明 对 偶 . 


例 4. 设 40 ko? /IO, 其 中 i=1,2, 8 =Q0) = 
2 
有 bw 


< 


I? -(ab), I? -(ab-cd). 对 于 40， 其 箭 图 有 一 个 A; 型 子 箭 图 @' =1— 3—4. 对 于 任意 
4 kQ'-BEM , VM 对 应 的 入 图 表示 为 一 <> 太一 >， hy, k-02, EXC dimV, = 


dim, Me, (t=1,3,4). 则 MM 自然 地 被 看 作 右 AO -EM =V, @0@V@V，( 其 对 应 的 表示 如 下 所 示 ). 
0 


v, h 
4 
V. 


日 是 M 不 能 被 看 作 右 AO - 模 ,这 是 因为 由 ACD 的 定义 , 可知 a5-cd e 29, RAET p,p, - 9,0, = 0. 
然而 对 于 M 所 诱导 的 向 量 空间 旋 而 言 , 右 AO -作用 未 必 能 保证 交换 性 po = po, - 


引 理 2. 设 有 限 维 代数 4=KQ/T 的 箭 图 @ 包含 A, AFRA. 则 4 是 含 强 零 张 量 因子 代数 . 


— 


WE. 本 证 明 将 构造 两 个 非 零 的 不 可 分 解 模 M = M , e ind(4-mod) 以 及 N = ,N e ind(mod-A), 使 

得 M@,NX=0. 记 @ 包 含 的 A, 型 子 箭 图 为 @'= v—t—9w. 考虑 右 kQ'- 内 射 模 E(v),。, = 

Hom, ((KQ^)e,, k) = ke, ME KQ' -AIIE po E'(w) = Hom, (KOQE, K) = ke,- 
E(v) 8,5, E'(w) € ke, 8, ke, = K(e, Dro En) =0. 


由 引 理 1 FRF F a: mod-kQ' 2 mod-4 UX wF: kQ'-mod > A-mod, 我 们 构造 了 右 A - 模 

F a (E0) ME A -IE a FE'W). 由 于 FF ,和 ,FF ISBN, 可 知已 (EV M a F(E'(w)) 都 是 非 
零 的 . 下 面 证 明 | F(E'(w))8G, F,,(E(v) 20. 注意 在 ind(4-mod) 中 F(E'(w)) HJ T v e Q, X} 
应 的 单 模 ,SCO) ， 即 


ew F (E(wW) = ,S(v) € , P(v)/rad( , P(v)) € ke, OD Qe Qe 


Q>1 
es s. 


? emb 


(注意 左 4 -投射 模 ,P(y) = Ae, 由 以 v 结尾 的 路 径 决 定 ). 


H, 
Fm (EV) = S(w) = P(w)/radP(w) = ke, ® @ kop / Q ke 


Peel fees 
s(p)=v s(p)=n 


(注意 右 4 -BRITE P(w); =e, 4 由 以 w 开始 的 路 径 决 定 ). 
从 而 , 作为 k -向 量 空间 而 言 ,利用 张 量 的 运算 性 质 ， 有 如 下 同 构 
em dcs (w))8 , FS (E (v)) 


=, (ke, Qe /$9)8, (ke,@® Te DE) 


t(p)=v 


t(p)=v s(p)=u s(p)=u 


= (ke,® Qe)9, (Ke, Q te) (Qko, o 


tp M s2 tp Ee 


- (ke, 8, ke,) Qe: P ko) 


t(p)=v Mesi 


(注意 Qp(koGke,)-20. Dke, Bkp)=0UR @ (kp kgp,)=0) 
PEQ>1 cQ» P12EQ>1 
t(g)ev s(p)=w t(p1)=w, t(p2)=v 


=Z, ke, ®, ke, =0. 
由 此 可 见 4 有 强 零 张 量 因子 F,,(E(v)) 和 


根据 引 理 2, 我 们 立刻 得 到 下 述 推 论 . 
推论 1. 设 @ 是 连通 箭 图 且 包含 至 少 两 个 顶点 . 则 有 限 维 代数 4 = kKO/T 是 含 强 零 张 量 因子 代数 ， 


WE. 由 箭 图 的 连通 性 可 知 存在 两 个 顶点 v 和 ww ， 二 者 被 某 个 箭 向 w 相连 . 而 vyv，w 和 诱导 了 QQ 的 
e A, 型 子 箭 图 , 由 引 理 2, 可知 推论 成 立 . 


F(E'(w)). 


emb 


1 
引 理 3. 设 有 限 维 代数 4=KQ/TI 的 箭 图 @Q 包含 loop C xU HAEE, ia gT. 
则 存在 色 - 范畴 的 嵌入 


F°:kC/(a")-mod—> A-mod 2A F? 


emb * 


: mod- kC/(a?) > mod-A, 


emb 


HRA A RAH EE kC (a7) - 模 视 作 左 / 右 4- 模 . 


证 . 任意 右 &C/(a”) - 模 的 稍 图 表示 是 二 元 组 (V ,gp,), 其 中 VV 是 -向 量 空间 , 右 &C/(a”) -作用 
k -线性 变换 gpg cEnd,V (g?-0) IV xkC/(a?) 一 下，va :=9,(v) 给 出 . RP := OF,» 其 
M ie@o 

: V-V,tnRi-1; 否则 , 即 ie Q, (0) Bf, WY, =0. JU (P, o) 决定 了 V 是 一 个 右 4 - 模 , 其 中 ， 
~ |9s, 4a=0Q; 
"le 其 它 情形 


Pin 


acQ 


BK F^. (V)eV, WFE, 
ERA. 


注意 上 述 证 明 无 需 讨 论 x” 是 否 是 了 的 生成 元 的 求 和 分 量 . 事实 上 ， 如 果 存 在 > kp e (其 
s(,) = t(p,) 21), odd el, 仍然 考虑 引 理 3 的 证 明 中 所 构造 的 (Pp, ! 此 时 
Vy ios - Y kp, =0 是 目 然 成 立 的 ， 因此 (V, o. ) o 仍 是 右 A - 模 . 如 果 cw? 不 是 任何 工 的 生成 元 的 


求 和 分 量 , 则 引 理 3 成 立 的 理由 与 引 理 1 一致. 特别 地 ,以 w= 2 的 情形 作为 一 个 例子 : kea’) 上 的 
不 可 分 解 右 模 只 有 单 模 S(1) 和 投射 -内 射 模 P(1) = EQ). 其 对 应 地 看 成 右 4 - 模 ， 则 分 别 是 右 4 - 单 模 
SO ,和 不 可 分 解 右 4 -EE ke + ko. 在 这 个 观点 下 , 引 理 3 是 明确 的 . 


引 理 4. 设 有 限 维 代 数 4 = kO/T WARO X loop. 则 4 是 无 强 零 张 量 因子 代数 . 


自然 地 将 每 一 个 右 kC/(a”) - 模 看 成 了 右 4 - 模 , 易 见 Fo, 诱导 了 一 个 有 -范畴 


emb 


x| 1 
证 . 设 Q = (> W|Azk[x]/Z. 因此 任意 左 / 右 A - 模 自然 地 也 是 左 / 右 [x] ES, Bl, TEK- 


WERA KT F :mod-4  mod-&k[x]. 任 取 非 零 的 有 限 生成 右 4 - 模 M WME A-N, 由 4 是 交换 
代数 ,自然 地 有 M O, N 也 是 右 4 - 模 . WM FÆRA, PNG F(M)e0 HLF(N) 0. 故 根据 命题 2， 

k[x] 是 无 强 零 张 量 因子 环 ， 于 是 得 FUM@,N)=FO《)@， F(N) £0. 再 次 利用 五 是 肉 入 ,得 
MOB,Nz0. 


k[x] 


推论 2. 设 @ 是 包含 loop $931 E]. (可 以 是 非 连通 箭 图 ), 则 有 限 维 代数 4 = kOLT AR LIRAEGKEB 
FRA HEO B X loop. 


证 . 引 理 4 给 出 了 充分 性 <<” 引 理 2 给 出 了 必要 性 


定理 1. 设 非 单 的 有 限 维 代 数 4=KQ/TZ 的 箭 图 是 连通 箭 图 ， 且 该 箭 图 只 包含 至 多 1 个 loop. 则 4 是 无 
强 零 张 量 因子 代数 当 且 仅 当 4 同 构 于 一 元 多 项 式 环 的 商 太 [x]/.7 (其 中 , T 4 J 都 是 admissible 理想 ). 


证 . A A 无 强 零 张 量 因子 , 则 由 推论 1, A 的 箭 图 @ 只 含有 一 个 项 点 ， 记 此 顶点 为 1. 此 时 必 有 


X l 
Q = C Kie, A-kO/Izk[x]I , XX BHO = 工 . 反之 , X Aszk[x/J, Wim. 
admissible 理想 ,可 知 4 的 箭 图 是 一 个 loop. 根据 推论 2，4 没有 强 零 张 量 因子 . 


22 有 限 维 代数 的 含 /无 弱 零 张 量 因子 性 . 

本 节 将 考虑 代数 的 弱 零 张 量 因子 . 在 2.1 节 中 , 我 们 指出 连通 的 有 限 维 代数 4 = ko/z msan 
含有 至 多 1 个 loop, N A 含 强 零 张 量 因子 当 且 仅 当 4 的 第 图 8 不 是 loop ( 见 定理 1). 因此 ,根据 命题 1, 
立刻 有 下 面 结果 . 

推论 3. 如 果 连 通 的 有 限 维 代 数 4 = KOJT MERO TRA loop, A 必定 含有 弱 零 张 量 因子 . 

下 面 考虑 4 的 箭 图 @ 是 loop 的 情形 ,此 时 4 同 构 于 kK[x] 的 商 K[x]/ 了 ,由 #4Q, =1 "TA ki] I 
有 唯一 的 不 可 分 解 投 射 左 / 右 太 [xz]/17 ER P. 我 们 将 利用 己 指 出 此 时 的 4 依然 含有 弱 零 张 量 因 子 . 


命题 3. 有 限 维 代 数 4 klix] IJ 是 含 弱 零 张 量 因 子 代 数 2. 


证 . 首先 ，4 有 唯一 的 不 可 分 解 投 右 / 左 A BEBE A mS x! m Ac = A. IER c AO, Ac, RT 


i-0 
过 如 下 同 构 约 化 : 
0:6,489,48, 2 AGB, A— A. 


$A ki] I 是 主 理想 整 环 ,所 以 存在 fax) = kx? tk kx ek[x] (t22), 使 得 
J -CGf G0) - 所 以 f (x) 存在 一 个 形 如 f (x) 2 xo(x) 的 分 解 ， 其 中 g(x) 是 域 太 上 的 !-1 次 多 项 式 . 显然 
在 代数 [x]/ 了 中, x20 Hg(x) £0, dH f(x) 2 xo(x)eJ 2 (f). 这 就 构造 了 张 量 4@,，4s 中 


的 元 素 x@ o(x), fiif o(xG& o(x)) = xo(x) a 进而 得 到 x@ pl) 0. 
由 推论 3 和 命题 3, 我 们 得 到 下 面 定理 . 
定理 2. 有 限 维 代数 总 是 含 弱 零 张 量 因子 代数 . 
3 主要 结论 


下 面 , 我 们 给 出 本 文 的 主要 结论 . 
定理 3. 设 太 -代数 4= 有 Q/TZ 非 单 , 其 箭 图 连通 且 只 包含 至 多 1 个 loop. 
(1) 如 果 4 是 有 限 维 代数 ， 则 下 面 论述 等 价 : 
(a) 4 是 含 强 零 张 量 因子 代数 ; 
(b) 19, 2 2; 
(c) Q 或 者 包含 一 个 loop 为 真子 箭 图 ， 或 者 不 含 loop. 
(2) dw A 是 无 弱 堆 张 量 因子 代数 ， 则 4 是 无 限 维 代数 . 


”此 命题 不 要 求 域 和 是 代数 闭 的 . 


, 


WE. (1) (a) 2 (b): Riz A ARRO 只 有 一 个 顶点 , Mo 只 能 是 1 个 loop, 根据 定理 1, A 无 强 零 张 量 


pil 


大 


FY, 矛盾 . (b) (c: HO 包含 至 多 1 个 loop 可 知 此 为 显然 的 . (c) 9 (a): 如 果 @Q AS loop, 或 者 Q 包含 


loop 并 以 此 loop 为 真子 箭 图 , 均 可 知 Q 不 是 loop, 自然 地 , 在 同 构 意义 下 ，4 DÆM ki] I 形式 的 
代数 . 根据 定理 1, 可 知 4 含 强 零 张 量 因子 . 


则 


(2) 取 定 理 2 的 逆 否 命题 即 可 . 
注意 非 单 且 无 弱 零 张 量 因子 代数 是 存在 的 ， 见 例 5. 
例 5. 考虑 多 项 式 环 4 = K[x, |ie N], 并 任 取 多 项 式 f(x, xX) E 4 和 g(x,,…,X,)e 4 使 得 


f 035,.,x,)g09,7,x,) 20. 
由 大 是 域 可 知 4 是 无 零 因 子 环 , 进而 有 f(x,…,x,)=0 或 者 g(x,,…,x,)=0. 注意 对 于 一 般 的 多 项 


式 环 R[x, |ie N] (RÆ, 上 式 未 必 能 使 得 f(x,…,x,)= 0 或 者 g(x,…,x,)=0. 
参考 文献 


l. 


2. 


BAO Y H. The quiver method on the representation theory of tensor product algebras and hereditary algebras (in 
Chinese). PhD Thesis. Innsbruck: Anhui University, 2010. 

BUCHWEITZ R-O, GREEN E L, MADSEN D, SOLBERG O. Finite hochschild cohomology without 
finite global dimension [J]. Mathematical research letters, 12:805 — 816, 2005. DOI: 10.4310/MRL.2005. 
v12.n6.a2. 

Happel D. Hochschild cohomology of finite-dimensional algebras. In: Séminaire d 'Algébre Paul Dubreil et 
Marie-Paul Malliavin, 1989. Lecture Notes in Mathematics, vol. 1404. Berlin-Heidelberg: Springer, 2006, 

108—126, DOI:10.1007/BFb0084073. 

HERSCHEND M. Solution of the Clebsch-Gordan problem for Kronecker representations. U.U.D.M Project 
Report 2003:P1, Uppsala University, 2003. 

HERSCHEND M. Solution to the Clebsch-Gordan problem for representations of quivers of type 4; [J]. 
Journal of Algebra and Its Applications, 4(5):481 — 488, 2005. DOI: 10.1142/80219498805001332. 

HERSCHEND M. Galois coverings and the Clebsch-Gordon problem for quiver representations [J]. 
Colloquium Mathematicum, 109(2):193 —215, 2007. DOI: 10 4064-cm109-2-3. 

HERSCHEND M. Tensor products on quiver representations [J]. Journal of Pure and Applied Algebra, 
1(212): 452—469, 2008. DOI: 10.1016/j.jpaa.2007.06.004. 

HU W, LUO X-H, XIONG B-L, ZHOU G D. Gorenstein projective bimodules via monomorphism 
categories and filtration categories [J]. Journal of Pure and Applied Algebra, 233(3): 1014—1039, 2019. 
DOI: 10.1016/.jpaa. 2018.05.012. 

HOCHSCHILD G. On the cohomology groups of an associative algebra [J]. Annals of Mathematics, 46: 
58—67, 1945. DOI:10.2307/1969145. 


. LIU Y-Z, ZHANG Y F. Sufficient and necessary conditions for the multiple tensors of algebras of type A to 


berepresentation-finite (in. Chinese) [EB/OL] (2023-9-29). Science Sinica Mathematics, Publish Oline, 
2023. DOL 10.1360/SSM-2023-0080. 


. MAHDOU N, TAMEKKANTE M. On Gorenstein global dimension of tensor product of algebras over a 


field [J]. Gulf Journal of Mathematics, 3: 30—37, 2015. DOI: 10.56947/gjom.v312.159. 


. MARTSINKOVSKY A, VLASSOV A. The representation ring of K[x] [EB/OL] (2023-9-29). preprint, 


2004. 


. ROTMAN J J. An Introduction to Homological Algebra (Second Edition) [M]. New York: Springer, 2009. 


ISBN: 978-0-387-24527-0. 


